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不確実性下の非可逆的設備投資
—競争企業の離散時間動学―
? ?
安 雄
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1. はじめにー~ ンズ投資理論の発展ー一
企業が設備投資を行うか否か，その大きさは産業全体で如何程になるか，と
いう投資の理論は，ケインズ (J.M. Keynes)の『雇用・利子および貨幣の一般
理論』 (1936年）において，つぎのように説明されている。 1単位の資本設備の
経済的寿命を n期間として， その設備を 1期に設置してから毎期に見込まれ
る予想収益を
R1, R2, Ra, ・， Rn 
とする。市場利子率を rとすると， この投資Iから期待される全収益の現在
価値 Vrは
Vr=Rげ亙と十 Ra +・・・+ Rn 
1 +r (1 +r)Z (1 +r)n-1 
である。もしこの投資の供給価格 Prが全価値 Vrよりも小さいならば，投資
は実行され， その状態が続く限りは， 同一設備への投資が続けられ， Pr~Vr
になると，当面の投資は停止する。以上のケインズの投資決定論は，投資から
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の将来の予想収益の大きさを確実な数値で期待するので， 確実性下 (under
certainty)の投資理論であり， また投資の費用を，投資財の供給価格に限定し
ている点も一つの特色である。
その後，ケインズ投資理論は，投資費用， 投資の非可逆性(irreversibility)お
よび不確実性 (uncertainty)の諸点より見なおされて来た。
第 1に，投資の規模が既存の資本ストックに比して大きい程，その投資財の
取付けに要する費用がかかり，これを投資の調整費用 (adjustmentcosts)と呼
び， この費用を投資の寵接的経費（供給価格）に追加した投資の全直接費用を
Piの代わりにする。この投資の全直接費用を粗利潤から控除した純利潤を，企
業は全期間にわたって集計して，その現在価値を最大にするように各期の労働
雇用と投資を決定する。この理論は）レーカス (Lucas(1967)), グールド (Gould
(1968))および宇沢 (Uzawa(1969))などによって展開された。他方において，
トービン (Tobin(1969))の提唱する q理論があり，企業の資本の再取得費用
(replacement cost)よりもその企業の市場価値（金融市場での評価）が大きい場
合に投資が行われるとする。投資調整費用を q理論へ導入した投資理論はサ
マーズ (Summers(1981))やアーベル (Abel(1982))によって展開されている
（村田 (1990)を参照）。
第2に考慮されなければならないのは，資本設備が一度設置されると，当初
の生産目的のために稼働される以外には，ほとんど役に立たないことである。
設置された資本設備を他目的のために作り変えることは全く不可能か莫大な経
費を要し，これを投資の非可逆性と言う。従って，設備投資を実行するか，ま
た実行するとしても，何時実現させるか，の問題が生じ，それは将来の予想収
益の不確実性とも密接に関連している。設備投資によって生産される予定の
製品の需要価格が将来不確実であると， 投資の実行期日に係わる機会費用が
発生し， これを追加的費用として可算しなければならないことが，マクドナ
ルド＝シーゲル (McDonald-Siegel(1986))によって明らかにされた（村田・里麻
(1992), 第10章を参照）。さらに製品の需要価格の不確実性に対応して，投資から
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?
の予想収益を統計学上の期待値として求めること，および長期最適化の方法で
最適資本量を算出することが残された問題であり，この問題に一つの解答を与
えるのが当論文の課題である。不確実性下での投資であっても，一度設置され
た資本財の転売が当初の購入価格で可能と考える，投資の可逆性 (reversibility)
を認めるならば，資本の限界収益がそのレンタル費用より大きい限り，投資の
実行は当該企業にとって有利であろう。ジョルゲンソン (Jorgenson(1963))は
原則的にこのような投資決定基準を採っている。
我われは投資決定に当って，投資の設備が生産する製品の需要についての不
確実性と，投資の非可逆性とを前提にする。この論文では需要価格の不確実性
は確率的に平均を一定に保つような確率過程であると想定され，投資の非可逆
性は（粗）投資を非負値に限定するという暗黙の制約に含意されている。以下の
第2節はビンディック (Pindyck(1993))に従った競争企業の離散時間モデルと
確実性下の 2期間の最適投資を説明し，第3節はこれを不確実性下で考察しな
おすことによって，不確実性の投資への影響を明らかにするが，その際に彼の
一つの誤った式を訂正し，また前記の不確実性下の機会費用を考慮に入れる。
つぎに第4節では今までの 2期間を多期間へ伸張した一般化モデルが展開さ
れ，投資からの総収益の現在価値への変換に時間割引率が導入され，第 5節は
時間割引率の上昇が不確実性下の投資を減少させることを示す。ところで資本
減耗を考慮に入れた多期間の投資決定を，これまでの Pindyckの手順で考察
すれば矛盾が生じるので，別の方法で最適解を求めなければならない。このこ
とを第6節は確実性の下で解明し，そして第 7節は不確実性の下で分析してい
る。資本減耗率を一定と想定した確実性下の投資の値は比較的簡単に求められ
るが，不確実性下の投資は複雑な連立方程式の解になる。
2. 競争企業の生産と 2期間の確実性下の投資
1産業に N企業が存在（あるいは参入）する場合を考える。 N は比較的大き
な企業数で，各企業は同一の生産関数を用いて，等量の生産を行っている競争
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企業とし，第 i企業の生産関数はつぎのコプーダグラス型と想定する。
q;=AL;1-K;"'(O<a<l) (1) 
ここに q;,Lゎ氏は第 i企業の生産量，雇用労働量，資本量を示し， A は適
当な正数である。当面の産業全体の生産量を Q,資本ストック量を K と記せ
ば，
Q=Nq;, K=NK; (2) 
であり，この市場の需要曲線に対応して，全企業の生産合計が需要量に一致す
るように生産は行われる。いまその需要曲線は逆需要関数
Pt=Q, ー1/EZ,、 (e>O) (3) 
によって表されるものとしよう。ここでの Q,はt期の市場需要量を示し， p、
は価格， Z,は確率過程 (stochasticprocess)である。 Z,を1と置いて確実性下
の(3)式を考えると， eは
E=二幽且
dP, Q, 
となり，需要の価格弾力性を表すことが分かる。
(3') 
可変費用として労働賃金のみをとり，原材料費を無視するという伝統を踏襲
すると，各企業の限界費用 MC;は， W を賃金率として，
MC;= (w/(1-a)) (A-1q;"'K;-"')1/0-o>l (4) 
になる！）。競争企業は与えられた市場価格 Pに MC;を一致させるように q;
を決めるので，それは(4)式右辺を Pに等しくする q;である。すなわち
q;=BP(l-a,)/a, 氏 (5)
が Pに対応する企業の生産量である2)。ここに
(1-a,)/ . B=(巨） All .
w 
と置かれている。今後，簡単化のため B=lとなるように， ,:1=(丑し）1-. 1-a と選
1)労働賃金 wL1=,w(A-1q1K1-'")VO-'">をのについて偏微分する。
2) Pindyck (1993)は(5)式を誤ってむ=BK1と記したために，それ以降の資本と投
資の計算にエラーが生じる。
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ぶが，これは生産物の単位に影響するだけである。従って
q;=P(l-a>)la>Ki 
?
(5') 
が企業の供給関数である。
つぎに企業の（粗）利潤冗jを売上げ Pq;から可変費用 wL;を差し引いた残
りとして算定する。ただし wL;は(1)式と上記の A値の選択により
wL;= (1-a)q;11c1-"'l K戸ヽ/(1-o,)
になる。故に(5')と(6)を考慮して，
冗；=Pq; ―wL;=Pi'"'氏一(1-a)(pCl-o,)J必氏）i10-"') K戸リ(1-o,)
=aP11"'K; 
(6) 
(7) 
が導出される。 (7)式によって， 資本 1単位の限界価値（ここでは単位当り平均
価値に等しい）は aPilo>であることが分かる。 1/a>lであるので，その価値は
需要価格 Pの上昇に対して， 比例より大きな割合で増大する。つまり資本単
位当りの価値は Pの凸関数である。
さて需要曲線が確定的である場合の投資決定を， 2期限りのモデルで考察し
よう。この 2期間モデルでの確実性の場合とは， (3)の（逆）需要関数の中の
確率過程が
Z2 = Z1 = 1 . (8) 
となっている場合である。いま尺と凡をそれぞれ 1期と 2期の価格とし
て， 1期に在る資本 1単位が2期間にわたって期待する価値は
aP111"'+ E1 (aP211"') (9) 
である。ここに凪は 1期での期待値を示す3)。当面の確実性の場合には，需
要曲線は確定的に不変であるので，資本の減耗が無いとの想定の下で，各企業
は1期に必要な全投資を行い， 2期に何も投資しないで， 1期の資本をそのま
ま2期の生産に使用する。両期間とも同一量の生産を行って，市場均衡が持続
3)もし 1期間の割引率 r(>O) を考えると， P==Cl+r)一1 として， (9)式の代わりに次
式が期待現在価値になる。
aP1V(f,+PE1(aP2V(f,) (9') 
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するものとすれば，この場合には(3)式を考慮して，
Pz=Pi (8') 
が成立しなければならない。 かくして(9)の資本 1単位の全期待値は 2aP111"'
になる。 もしこの価値が， その資本 1単位の（直接）費用 Kよりも大きけれ
ば，投資は有利であり，逆の状態になれば投資は不利であるので，危険中立的
企業にとって 1期の投資の大きさを決めるのは
2aP/1"'=k 
が成立する点であり，つまり価格が
Pi=(frx)"' 
(10) 
(10') 
となる処である。この時の市場の需要量は， (3)式により
Q1=P戸＝（閉）a,E (11) 
となり， この需要に見合う生産が行われるのであるから， (5')式の両辺を N
倍した全企業の供給関数
Q1=P/l-a>)la>K1 
を考えて， (11)の Q1に必要な資本氏は
K1=Q渇年1)/a>=(誓戸（嘉）”―!=(,)日迫
(12) 
(13) 
と算定される。 1期の全投資I,は，既存の資本 K。が氏より小さい場合に，
l1=K1-K,。 (14)
となるが， K。=O(新規の参入）ならば
1 =K1 = (2a/k)曰＋峠 (13') 
になる。もちろん各企業の資本と投資はそれぞれ氏と I1の N分の 1であ
る。
?
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Pt 
Qt=Pt 
-f; 
／（需要関数）
Qt=Kぼt(1-a)/a 
（供給関数）
?
Qt 
図1 確実性下の需要と供給
3. 2期間の不確実性下の投資
つぎに需要関数(3)の中の確率過程が，
Z1=lおよび正{
0 (確率0.5) 
2 (確率0.5)
?
(15) 
となっている場合について考えよう。 これは現在を 1期として， 次期 (2期）
に Z2の値が， 0か2になる確率は半分づつで，平均は 1になるような平均保
存 (mean-preserving)型の不確実性を意味する。 この場合には， P2の値は確率
0.5でゼロとなり ((Z2=0のとき），確率0.5で Z2=2に対応する或る値をとる
ことになる。この或る値を求めるため， 初めに Z2=2の場合について考察し
よう。
1期末の資本氏が比較的に少ないと仮定して， 実際に 2期に Z2=2にな
ったとしよう。投資を行うのは資本 1単位の価値がその費用より大きい場合に
限られ，危険中立的な企業は，その価値と費用が等しくなる点，すなわち
aPi11"'=k 
が成立する点で投資を停止する。 (16)の成立は
(16) 
?
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Pz=(k/a)°' 
の価格のときで，このときの需要量 Qzは， (3)式により
Qz=2Ef戸=2E(a/k)のE
である。この需要に見合う生産のための資本は， (12)式を考慮して，
応Q咋“―l)/as=2E(舟）廷 (~r―1=2E(舟）曰＋廷
(16') 
(17) 
(18) 
と算定される。 2期の全投資 12は，氏が氏より大きい場合に，両者の差
12=氏-Ki・(19)
に等しい。
ところでこれまで述べて来たのは，確定的に 2期に Z2=2になったと仮定し
て，その時の価格は P2C>O)である。いま 1期において(15)の内容の不確実
性に直面しているとすれば， 2期における資本 1単位の限界価値の 1期での期
待値は， Z2=0の場合のA=Oと， Z2=2の場合の(16')の均衡価格を考えて，
E1(aN1"') =0. 5 xo+o. 5a(k/a) =0. 5k (20) 
と計算される。
他方， 1期の資本氏の 1期での限界価値は a?illa>である。 t=lの需要関
数(3)において Z1=lと置き，さらに産業の供給関数(12)を考慮して，
月=Q1-11E= (P/1-a>)/a, 氏）ー 1/E (21) 
を得る。 (21)式を尺について解くと，
Pi=K1咽/(!-か註） (22) 
になり，従って(22)の月を代入して
aP111"'=aK1-11c1-<≫ 十必E) (23) 
が求まる。
かくして(15)の不確実性下での資本 1単位の 2期間での価値は， (9), (20) 
および(23)によって，
aP111"'+ E1 (a?i11"') =aK1-11 <1-"'坪 E)+O.5k (24) 
と算定され，これが資本 1単位の直接費用 Kと(1期間の）機会費用 h1の合計
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に等しくなる処で氏が決まる4)。すなわち
aK1-1/c1-. 丑 "'+O.5k=k+h1 
から得られる
2a 1-IO+IOe 
Ki=(k+2hJ 
，?
(25) 
(26) 
が当面の不確実性下での 1期の最適資本で，これは(13)の確実性下の氏より
小さい。
そして2期において実際に Z戸 2となったときの 2期の最適資本氏は(18)
で示されていて， 2期の投資は(19)に従って行われるので， (18)と(26)によ
り，
l2=2心）I-al丑 e_(卓_1-m+me 
k k+2h) 
>(2E-z1-a1丑 E)(舟）l-O!+OIE 
(27) 
(27') 
となる。故に e>lを想定すれば， (27)式右辺は絶対に正値をとり， e:S:1で
あっても /2が正値をとる可能性は十分にある％
4. 多期間の不確実性下の投資
これまでの 2期間モデルを伸長した多期間モデルをこの節に展開するが，そ
の際に資本から将来期待される限界価値の現在価値への換算では時間割引率を
ゼロと想定し，また既存の資本の減耗を無視するという，前節までの慣行を引
き継ぐことにする。従って 1期の資本 1単位から現在および n期 (n2:2)まで
4)投資の機会費用は，非可逆性をもつ資本設備への投資が，その設備による生産物の将
来価格に不確実性のある時に，直接費用以外に考慮されるべき費用であり，その大き
さの算定をコール・オプション価格と同じ原理で行うことができる。詳細については
村田・里麻 (1992年）の第10章を参照。
5) Pindyck (1993)は l2が必ず正値になると結論しているが， それは彼が本稿の(5)
式の代わりに誤って q;=BK;としたことと， (25)式右辺に機会費用を入れなかった
ことに帰因する。
， 
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の将来の全期間に得られると期待される価値総計は
” aP111'"+エE1(aP,、l/1≫) (28) 
t=2 
である。もし需要曲線が確実に不変であれば，
Z1=Z2=…=Zn=l (29) 
となって，各競争企業は 1期において将来の事情も見透して必要な全投資を行
ぃ，以降は 1期末の資本氏を全期間にわたって維持して同量の生産を続ける
と考えられるので，価格も全期間を通して一定である。すなわち，
P1=P2=…=Pn (30) 
故に(29)の確実性の下では(28)の資本1単位の限界価値総計は riaPi1'"にな
る。これと資本 1単位の直接費用が一致するような価格は
Pi( 
k "'
= na)
であり，これに対応する需要量は， (3)式により，
Q1=倅）a>E 
k 
(31) 
(32) 
となる。この需要に見合う生産を行うのに必要な資本氏は， (12)式によって
下記のように求まる。
応 Q必伍ー 1)/. = (司
k 
1-'"+'"E 
(33) 
1期の投資 l1は既存の資本 K。よりも氏が大きい限り，その差額だけ行わ
れ，その後の投資 I,(tL2)はゼロである。
ところで，平均保存型の不確実性が将来に向かって進行すると想定する。具
体的には Z1=lから出発して， 2期には0.5づつの確率で Z2が0と2に分か
れ， 3期にはその 0と2から 0.5づつの確率で2つに枝分かれし， Z2=0から
の Zsは0と0に分かれ， Z2=2からの Zsは0と4(=2りに分かれる，とい
うように， 以降のt期の Z,もZ,-1=0からの枝分かれは0.5づつの確率でO
と0に， z、ー1=2'ー2からの枝分かれは0.5づつの確率で0と2'ー1になると想定
10 
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する。 この確率過程を t=lから 4までについて描いたものが図 2である。
1期を基点として確率を考えると， Z2=0と Z2=2の確率はそれぞれ 0.5
(=2→)で， Zs=22の確率は 1/4(=2-2),Zs=Oの確率は 3/4(=1-2-2)で，さ
らに Z,=がの確率は 2-3,Z4=0の確率は 1-2-3である。 ここでの各 t期
における Z、の期待値は 1に等しいので，平均保存型の確率過程であることが
確認される。
る確率を示す。）
この過程をまとめるとつぎのようになる（括弧内は1期を基点とす
Z1=l, Z2={ 
, 0 (2ー1)
2 (2ー1)吋:2c2-2) (1-2-2) 0 …Zn={ゲ (21―n)(1-21―n) (34) 
いま n期において実際に Zn=zn-iになったとすると，投資は資本1単位の
限界価値 aPn11a,が直接費用 Kより大きい限り行われ，
aPn11"'=k 
が成立する点で投資は停止する。 (35)の成立は
Pn=(k/a)"' 
の価格のときで， このときの需要量 Q.は， (3)式により
Qn=Pn-EznE=2<n―1>E(a/k)"'E 
(35) 
(36) 
(37) 
である。この需要に見合う生産のための資本は， (12)式と(36)・(37)を考慮し
（各矢印は0.5の確率）
Zs Z4 -゜~2----0-- 。
~,/ ---。こ：
¥。こ：
2<22--0 
--が
図2 平均保存型確率過程
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て，
Kn=Qぷ“―1)/a,= z<n-1)Eげ）1-a,+a,E (38) 
と算定され， n期の全投資 Inは氏が Kn-1より大きい場合にそれらの差額
に等しくなる。
さて n-1期において前記の不確実性がある場合に， Zn-1=0ならば Pn-1=0
である。 Zn-1=2•-2 のとき，資本 Kn-1 1単位の n-1期での限界価値を Kn-1
の関数として表そう。 t=n-1の需要関数(3)において Zn-1=2•-2 と置き，さ
らに需給均衡生産式(12)を考慮して，
Pn-1 =2"-2Qn-l-l/E =2"-2(Pn-l (1-o)/o Kn-1)-IIE (39) 
を得る。 (39)式を Pn-1について解くと，
Pn-1 = c2cn-2)e Kn-1-1)0010咽 +oE) (39') 
であり，従って Kn-1の n-1期での単位当たり限界価値は
aPn-11/ro =a(2(n-2)E Kn-1-1)11(1—叶咋） (40) 
となる。他方，その資本 1単位の n期での限界価値 (n-1期に期待される）は，
(35)によって，
En-1 (aPnl!a>) =2-1k (35') 
になる 6)。故に n-1期の資本 1単位が n-1期と n期の 2期間に期待する限
界価値総額は，
aPn-111"'+ En-1 (aPn11"') =a(z<n-2JE Kn-1-1) 1/0呵＋のE)+2―1k (41) 
であり， これが投資 1単位の直接費用 Kと (1期間の）機会費用 hiの合計に
等しくなる処で Kn-1は決定され，それはつぎのように算定される。
Kn-1 =z<n-Z)E( 
2a ・1ー が咋
k+2hJ 
(42) 
そして n期での投資 I.の大きさは， (38)の Knから(42)のKn-1を差し引い
た差に等しく (K.>Kn-1のとき），それは
6) Zn-1=zn一2の状態で，次期に Zn=2"一1となる確率は 2→である。
12 
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fn=2(nーl)E(f)1-a,丑 E-2 (n-t)E+ct-11,) (1-E) (kふ）1-1,+a,E 
>2ら）E (1-2(1-o>)(!-e)) (舟）1-o>+o>e 
13 
(43) 
(43') 
である。 (43')により， ELlであれば Inは十分に正値をとり， また e<lであ
っても Inが正値になる可能性の大きいことが分かる。
つぎに n-2期において(34)の不確実性が存在する場合に， Zn―2=0ならば
P..-2=0である。 Zn-2=2n-sのとき，資本 Kn―21単位の n-2期での限界価
値を， (40)の導出と同様の手順で求めると，
Pn-2= c2<n-a)E Kn-2-l)a>l(l-a1+a1E) (44) 
となるので， Kn―2 の n-2期での単位当たり限界価値は
aPn-211"'=a(2炉 3)EKn-2-1) 1/(!-a>+a>E) (45) 
である。他方， n-2期の資本 1単位の n-1期と n期の 2期間の限界価値総
額 (n-2期に期待される）は，
En―2(aPn―/1'" +aPn11'") =2ー1aPn―11/'"+2-2aPn11'"
であり， Pn―1は (39')へ (42)の Kn―1を代入して，
Pn―1=( 
k+2h1'" 
2a) 
となる。 (35)と(47)を(46)式へ代入すると，
(46)式右辺=2→(k+h1) 
(46) 
(47) 
(48) 
になる。かくして資本 Kn-2の1単位が n-2期から n期までの 3期間に期
待する限界価値総額は， (45)式と(46)式の和で，
aPn-211"'+ En―2(aPn-111"'+aPn11"') =2→ (k+h1) 
+a(2<n-S)E Kn-2→) 1/(l-Ol+Olc) (49) 
となり，これがこの資本 1単位の直接費用 Kと(2期間の）機会費用 h2C: 如）
の合計に等しくなる処で Kn-2の大きさは決定される。それはつぎのように算
定される。
13 
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Kn-2=zcn-3)E(2a) 
1-o,+o,E 
k-hi +2h2 
(50) 
そして n-1期での投資 I,.ー1の大きさは， (42)の Kn-1から(50)の Kn-2を
引いた差に等しく (K,.ー1>K..-2のとき），それは (TJ==l-a+aeと略記して）
In-I =2(n-2)E (2a)'1[(k+2h1)一>1_2-c (k-h1 +2h2)一>7] (51) 
となり， eが大きい程， ln-1は正値をとる可能性は高い。
さらに n-3期において(34)の不確実性が在る場合について， Zn-a=2"-4の
とき，資本 Kn―3 1単位の n-3期での限界価値を(40)の導出と同じ手順で求
めると，つぎのようになる。
aPn―a11"'=a(2炉 4)EKn-a-1) 1/(l-a1-ta1E) (52) 
他方， n-3期の資本1単位の n-2期から n期までの 3期間の限界価値総額
(n-3期に期待される）は，
En-s(aPn-i1"'+aPnー111"'+aPn11"')
=2ー1aPn-i1"'+2-2aPn―111"'+2-8aPn11"'(53)
である。 Pn-2は(44)へ(50)の Kn-2を代入して
和＝（k-h1+Zh2 1 2a) 
となり， (54)と(48)を(53)式へ考慮すると，
(53)式右辺=2-1(k+h2)
(54) 
(55) 
が得られる。かくして資本Kn-sの1単位が n-3期までの 4期間に期待する限
界価値総額は(52)と(55)の和で，これが kと(3期間の）機会費用柘 C>h2)の
合計に等しくなる処で Kn-sの大きさは決定され，それは
Kn―a=2cn-4Jc(2a) 
1-o>+o>E. 
k-h2+2ha 
(56) 
と算定される。そして In-2は Kn―2が Kn―3より大きい限りにおいて， Kn-2 
から Kn―3を差し引いた額だけ行われる。 ha>h2>h1の関係を考慮すると，
(50)式右辺は(56)式右辺よりも大きい可能性は非常に大であるので， In―2は正
値をとるであろう。
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以上では n 期から遡ってか—1 期， n-2期， n-3期につき， (34)の不確
実性が在る場合の各期の必要資本量と投資を算出したが， (50),(56)から直ち
に t期の最適資本 K,は下記の如く類推できる7)。
K1=(2a t-m丑 E
K士 +2hn-)
k-hn-3 + 2hnJ 
応 zc(2a 臼＋咋
： 
K,=2 (t-t)E ( 2a y-m+註
'--kn―t-1 +2hn 
(57a) 
(57b) 
(t=l, 2,-・, n-1) (57) 
ここに hTは資本 1単位を 9期間後に投資する場合に対比して， 現在投資する
時の機会費用を表し（これを簡単に 9期間の機会費用と呼んでいる）， 9 が大きい程
hTも大きくなる。 ゆえにつぎの不等関係がある。
hn-1>hn-2>hn―s>…>h2>h1>h。=0
(58)を考慮すると， (57)から判断して，
K1<氏＜氏<…<Kn-s<Kn-2
となる可能性が高く，従って投資 I,は
I,=K,-K, ー1>0 (t=l, 2, ・・, n-2) 
となるであろう。
(58) 
(59) 
(60) 
なお(57)式は nL2についてのみ適用されることは言うまでもない。第3節
の2期間モデルでは n=2であり，その時の(26)式の氏は多期間モデルでの
(42)式の Kn―1に対応する CJP注7を参照）。
多期間モデルにおける確実性下の氏は(33)で示され，これを不確実性下の
K1の大きさ(57a)と比較すると， (58)の関係を考えて明らかに前者の方が大き
い (n茎について）。従って平均保存型の不確実性の存在は，現在 (1期）の投資
を減少させると結論できる。
7) ho=Oであるので， n=2のとき， (57a)式は(26)式に帰着し，また t=n-1のとき，
(57)式は(42)式に等しくなる。
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5. 時間割引率の上昇は不確実性下の投資を減少
これまでの多期間モデルでは 1資本から将来得られる各期の期待価値が同等
に評価されたが，本節で資本からの将来に期待される価値を現在価値に換算す
る時間割引率を導入する。いま 1期間の割引率を rとし，
P==Cl+r)-1 (61) 
と置けば，資本1単位から期待される n期間の限界価値の総現在価値は，
(9')式園注3)の一般化として，
a?illro+言pHE1(aPt11"') (28') 
と表される。
まず Z,= Z2 =・ ・ =Zn= lとなっている確実性下では， 各企業は 1期に必要
な全投資を行って，資本の減耗が無いとの想定によって，以降は氏をそのま
ま維持して同量の生産を続けると考える。従って，価格は全期間を通して同じ
である。すなわち
Pi=P2=…=Pn 
故に当面の確実性下では(28')の資本 1単位の総現在価値は
aP/1"'(1 +p十炉十… +Pn-I)=aP1I/a> 1-pn 
1-p 
になる。これが資本 1単位の直接費用 Kに一致するような価格は
Pi=(l-p k)"' 
1-pn百
である。この価格に見合う需要量は， (3)式により
Q1=(ヒ_E"_.!:_ rE
1-p k 
(30) 
(62) 
(31') 
(32り
となる。故にこの需要に等しい生産に必要な資本は， (12)式によって次のよう
に求まる。
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応 Q1Pi年 1)/a,=( 1-pn竺 1-a,丑 E
1-p k) (33') 
投資 1は既存の資本 K。より氏が大きい時， その差だけに等し<'It=
0 (t=2, 3, …, n)である。
ついで(34)の不確実性の下で，前節におけると同様に n期， n-1期， n-2
期…の順に最適な資本を求めるとつぎのようになる（そのうち氏は(38)に求めら
れたものと同じである）。
K1=2ct-1)c(2a r-OI知 E
(2-p)k-Phn-H +hn-t 
(t=l, 2, ・・, n-1) (57') 
そして機会費用についての(58)の不等関係は変らないので， (57')での資本の
大きさの順序は(59)に示されたようになる可能性が高い。
もし時間割引率rが以前より高くなると. (61)の Pは以前より小さくなり，
(57')式を P について偏微分したものが正値になることを考慮すると，最適
資本氏は以前より減少するであろう。従ってインフレ率が高まったりして，
時間割引率が高くなると，投資は少なくなるであろう。またそのような状態で
は，確実性の下での投資も以前より減少することは， (33')の氏の減少によ
り明らかである。
6. 資本減耗を考慮した確実性下の投資
これまでの分析では，資本の減耗は考慮されなかった。しかし，資本を長期
的に最適な大きさに保持するには， 資本の物理的減耗と経済的減価（品質・能
率の相対的劣等化）とを明示する必要がある。我われは最も単純にすべての資本
減耗を既存の資本設備の一定率 8と考えて， t期の投資 Itと資本増分 K,-
K,-1の関係を次式で示す。
K、-K,ー1=l,-i1Kt-i (t=l, 2, …， n) (63a) 
同時に投資の非可逆性を表す下記の制約を付ける。
I,~O (t=l, 2, …， n) (63b) 
第2節で考察したように，与えられた市場価格 P,に対する各競争企業の利
17 
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潤は(7)式で示され，それを企業数 (N)倍すると，産業の利潤 Iltが得られ
る。すなわち
n,=aP,11'"K, (64) 
また Ptに対する各企業の供給量は(5')式で示され， これを N倍した産業の
供給関数は
Qt=Pt(l-<≫)l<≫Kt 
である。 (12)式より必要資本量が
Kt=Q品(<≫―1)/<≫ 
と求められる。
(12) 
(65) 
他方，市場の需要関数は(3)式を想定するが， 確実性の場合 (Z,=l(t=l,
2, …， n))には，それは
Q,=P, 戸 (66) 
と表現される。まずこの確実性下での必要資本と投資について，資本の減耗を
前節の時間割引率に追加して考察しよう。その場合，以前と同様に， 1期の資
本1単位から全期間に得られる利潤の現在価値を計算すると， (64)式と資本減
耗率 8を考慮して，つぎのようになる。
” R1==a:E(P(l-8))白 P,lftr, (67) 
f=l 
そして生産水準を全期間にわたって同一に保持するように投資を行うと考える
ので， (66)によって価格も一定に保たれる。従って(67)の利潤額は
Hn==aPill"' 
1-pn(l-B)n 
l-p(l-8) 
(67') 
になり，これが投資の直接費用 Kより大きい限り投資は行われ，両者が一致
する時の Pi
Pi= (Ji 1-p(l-iJ))"' 
a 1-pn(l-lJ)n (68) 
において， 1期の必要資本量氏が決まる。それは(66)式にて t=lとおいた
Q1と(68)の Piとを， (65)式右辺へ代入して，
18 
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K=(竺 1-pn(l-o)n1—氏咋
1 k 1-p(l-o)) 
になる。 1期の投資 Iiは氏が(1-o).K;。より大きい時に，
Ii =Ki -(1-o).K;。
19 
(69) 
(70) 
の大きさとなり， 2期以降の投資は資本減耗を補填する大きさに限定される。
すなわち
I,=oK,-1 (t=2, 3, ・・, n) (71) 
(63a)式に(71)の投資を挿入して， 資本の大きさは各期について(69)と同値で
あることが分かる。 この (71)式による t期の投資 1単位がもたらす利潤総計
は，
Hn-1+1eeeaP111"' 
l-(p(l-o))n—1+1 
l-p(l-o) 
(t=2, 3, . , n) (72) 
であり，この額は(67')の比よりも小さいので，
Hn-t+i<Hn=k (t=2, 3, ・・, n) (73) 
の関係が成立する。従って(71)の投資方式は利潤と直接費用の一致する処で投
資量が決まるとする従来の原則に矛盾する。故に確実性下においても資本減耗
を考慮すれば，多期間最適化の正確な適用が必要である。
確実性(Z,=l(t=l,2, …，n))の場合について考察を続けると，各企業が(1)
の形のコブ＝ダグラス生産関数によって生産し， 当該産業の需要関数が価格弾
力性一定の(66)式で支えられているとき，市場の需要と供給を均等にする価格
は， (12)の供給 Q1を(66)式の需要の Q,ヘ代入した次式
P戸=P/1-a1l/,, K, 
を Bについて解いたものである。すなわち
Pt= Kt_,, 0-"'臼 E) (74) 
いまて期の投資 1単位から n期までの全期間に得られる利潤のて期での価
値は， (67)と同様に
” R戸契I::CP(l-a))1—"Pi1'"' (75) 
t~T 
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と求められる。 (75)式右辺の Ptヘ(74)を代入すると
” RT=改~(p(l-6))'-TKげ (75') 
/-T 
になる。ここに¢ は，下記のパラメータを示す。
fi==(l-a +ae)-1 (76) 
他方，投資の直接費用は毎期一定値 Kと想定するので， 確実性の下での投資
からの純収益を全期にわたって集計した現在価値は，
n 
W戸 :I.p"-1(R,,-k)I,, (77) 
-r-1 
となり，当面の課題は， (63a, b)の制約の下で w.の価値を最大化するよう
に，各期の投資を求めることである。 (77)式右辺の凡へ(75')を代入して，
つぎのように整理できる。
Wn=Fげ凡十凡＋・・・+Fn-1+F. 
ここに Fべて=1,2, …， n)は下記の通りである。
F1=[a{Kげ +p(l-o)K2-f.l
＋炉(l-0)2K.戸＋・・・ +(p(l-o))n-1Kn-~} -k]I1 
Fz=p[a{K. 戸+p(l-o)Ka-f.l 
＋炉(1-IJ)2Kげ＋・・・+(p(l-lJ))n-2Kn-f.l}-k]I2 
E戸炉[a{K3-f.l+p(l-iJ)Kげ
j +炉(1ー かKげ＋…+(p(l-lJ))HK.-f.l)ー k]Ia
Fn-1==P"-2[a {Kn-1-f.l +p(l-o)K.-f.l} -k]ln-1 
Fn苧 p"→(aKn-f.l-k)fn 
いま n=2の場合 (2期間モデル）において当面の課題をまとめると，
l1=K1―(1-/J)K;。, K2=I2+ (l-1J)K1 
の制約の下に，
(78) 
(79) 
W2=[aKげ +ap(l-o)K2-/>-k]I1+p(aK2-/>-k)I2 (80) 
を最大にすることである。 (79)の両式を(80)式へ代入すると， W2は氏と
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12の関数になり，この W2を氏と 12について， それぞれ偏微分してゼロ
と置くことによって，正値の最適な氏と hが， それぞれ下記の(81a)式と
(81b)式を満たすように決定される。
k -(1-(1-iJ)p)Kl+l = (1-P)Kけ /3(1-iJ)Ki〇
a 
(81a) 
k k -U2+ (1-lJ)Kil fl.+1 = (1-fi)l: けー(l-lJ)(l-(l-lJ)p)Kl+1 (81b) 
a a 
(81a)式により氏は初期資本量 K。，投資費用 k, および 8,P, a, /3のパラ
メータに依存して決まることが分かる。 その氏を(81b)式へ挿入して最適な
hが求められる。
つぎに n=3の場合において当面の最大問題を解くには，以前と同様に
I1=K1-Cl-li)Ki。, K2=l2+Cl-lJ)K1 
Ka=la+Cl-o).K; 戸 la+(l-o)l2+Cl-0)2K1 
を下記の閉式右辺へ代入する。
Wa=[aK1-13 +ap(l-o)K2-13+ap2(1-0)2Ka-l3-k]I1 
(82) 
+p[aK2-f3+ap(l-o)K3-f3-k]J; 叶炉(aK戸ーk)Ia (83) 
かくして W3は， Ki,12, Iaの関数になり，それぞれの変数で偏微分してゼロ
と置くことによって，つぎの 3式(84a,b, c)が導出される。
k ー (1-(1-o)p)K/+1= (1-/3)氏+/3(1-0).Ki。 (84a)
a 
k -(1-(1-iJ)p) U2 + (l-iJ)K1} 1J+1 
a 
k = (1-P)l: け (1-8)(1-(1-ll)p)-K/+1 (84b) 
a 
k ー Us+(l-8)/2+ (1-8)2氏]I+!
a 
k = (1-(i) la+ (1-8) (1-(1-8)p)-{I2+ (l-8)K1}P+1 (84c) 
a 
(84a)式は(81a)式と同ーであって，正値の氏を決定する。 (84b)式は正値の
12を決定する式であるが， これは(81b)式と少し違っている。 (84c)式は， 既
知の氏と 12を挿入してから正値の /3を求めるための式である。かくして，
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最適な氏の大きさは n=2とn=3のどちらの場合も同じであるが， 12しま
nに依存して変わることが分かった。 しかも， それは資本減耗率 8がゼロで
あっても生起する。
さらに n=4の場合に当面の最大問題を解くと， 以前と同様の手順によっ
て， K1,12, Ia, /4はそれぞれつぎの 4式を順次満たさなければならないことが
分かる。
k -(1-(l -o)p)K/+1 = (1-/3)氏+fl(l-o)K,。
a 
k 
ー (1-(1-o)p)U2+Cl-o)K1)1>+1 
a 
= (1-/3)!2+ (1-8) (1-(1-B)p)がK/+1
k ー (1-(1-B)p)[Ia+(1-8)!2+ (1-8)2氏J/3+1
a 
(85a) 
(85b) 
k = (1-/3)!; 叶 (1-o)(l-(1-o)p)-U2+Cl+o)KiJl>+1 (85c) 
a 
k -[/4 + (1-o)f: け (l-0)2/2+(1-o)a氏]f>+I
a 
k = Cl-/3)14 + Cl-o) Cl-Cl-o)p)-[!3+ (1-0)!2 
a 
+(1-iJ)2氏Jf-+1 (85d) 
(85a)式から最適値（正値）氏が求まり， これを (85b)式へ代入して，最適な
正値の 12が得られ，つぎにこれらの氏とんを(85c)式へ代入して正値の
んが算出され，最後に， K1,12, んの解を(85d)式へ代入して，正値の /4が算
定される。 (85a)は(84a)と同一であり，また(85b)も(84b)と同じであるが， し
かし(85c)式から求まる laは， (84c)式から得られるんとは違っている。
以上の分析から判明したことは， 確実性の下で考えて， n-1期間モデルに
よる各期の最適投資のうち fn-1の値は， n期間モデルの最適投資としての
fn-1の値とは異なり，その他の各期の投資の値は両モデルとも相等しいという
ことである。
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7. 資本減耗を考慮した不確実性下の投資
つぎに需要関数に確率過程 Ztを含んだ場合について考察しよう。この需要
関数は
Q,=P, 戸Z/
これが供給関数(12)の Q,に等しいとき，
P戸Z/=P/1-'")/'" K, 
が成立して，これの解として
P,=K戸屹戸P
(66') 
(86) 
が得られる。 ここに Pは(76)に定義されたものである。て期の投資 1単位か
らn期までに得られる全利潤のて期での価値は(75)式で示されており， この
式の右辺に(86)の P、を代入すると，
” R., =a~(p(l -0))1—"K, げZ戸 (87) 
/=T 
が得られる。
不確実性を(34)の平均保存型の確率過程と想定すると，て期を基点とするそ
れは
Z..-=l, Z社 1={o c2→) Z..-+2={゜ (1-2-2)・・・Zn={゜ (l-2T-n) (34') 
2 (2ー1) 2 c2-2) 2n-T (2T-n) 
になる（括弧内はで期を基点とする確率を示す）。 (34')を想定した(87)の凡のて
期での期待値は
” E., 凡=aエ(2入p(l-lJ))f-TK, 「P
f=T 
の形に整理できる。ただし iは
入==li/i-1=(1-a)(e-l) 
l-a+ae 
(88) 
(89) 
と置かれている。いま 1期から n期までの間に行われる全投資から得られる
と期待される純収益総額の現在価値を兄と記すと， それはつぎのように表
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される。ただし
<p==2沙(1-6)
と置く。
” 兄=L切T-l(ETRT -k-hn-T) JT 
T-1 
=Gげら＋…+G.-1+G.
ここに GTは下記のものである。
G1==[a{.l(げ +rpK2-13+炉k戸＋・・・十炉―1Kn-/3)-k-hn-1Jf1 
C戸 p[a{K2-1>+q;K戸＋炉kげ＋…十炉―2K.-13)-k-hn-2JI2 
Gn―1==P"-2[a {K. ―l-/3+rpK.-/3) -k-h』In-I
G戸 Pn→(aK, ご1-k)I.
(90) 
(91) 
(91') 
そして hTはて期の機会費用を表し， (58)の不等関係が保たれているものと
する。
いま n=2(2期間モデル）の場合に， (79)の制約の下に，
Y2=[aKげ +a2惰(1-1J)K2-13-k-h』I,+p(aK2-/3-k)I2 (92) 
を最大化するような氏と 12を求めるため， (79)式を(92)式へ代入した Y2
を氏と12について偏微分して，ゼロと置いて整理すると，
k+h1 -=p(l-lJ) {l:叶 (l-1J)K1}-/3-1 
a 
x[(2入-(3)12+2入c1-a)(1-/3)氏+2澤(1-a)2氏］
+Kげ→{(1-(3)氏+/3(1-a)K,。} (93a) 
k -=U: け (1-a)K1}咽ー1
a 
x [(1-(1)12+ (1-2"/1) (l-o)K1 +2澤(l-0)2.K;。] (93b) 
が得られる。 K。は所与であるので，これらの 2式から氏と 12が求められる
であろう。
つぎに n=3の場合について同様の最大問題を考える。 (82)の3式を
Ys=[a{Kげ +2,\p(l-o)K2-~+(2入p(l-o))2K□)-k-h』I1
+p[a{K戸 +2入p(l-o)Ks-~) -k-h』I叶炉(aKa-~-k)ls (94) 
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ヘ代入した巧を Ki, I2, lsについて偏微分して，ゼロに置いたものを整理
すると，下記の 3式が導出される。
k+h2 
-—=p(l-o) {l: け (l-o)Kサ―i;-1
a 
x[(2入—fi)l2+2入 (1-fJ)(1-o)K1 +2浮Cl-0)2氏］
＋炉(1ー か{I:け Cl-o)f: け Cl-0)2氏}-i;-1
x[(22入-fJ)ls+2入(2入―fi)(l-0)!2 +22入(l-0)2(1-{J)K1 
+2.2澤Cl-o)3品]+K1-i;-i {(1-fJ)K: け fi(l-o)Ki。} (95a) 
k+h 1=U2+Cl-o)Kサ―i;-1
a 
X [(1-{J)/叶 (1-2惰）(1-o)氏+2湘(1-0)2品］
+p(l-o) Us+ (l-0)!2+ (l-0)2氏｝咽ー 1
x[(2入-(i)ls+2入(1-fi)(l-o)/2+2入(1-2澤）(1-0)2K1 
+22入/3(1-5)3氏］
!_= {lg+ (1-5)12+ (1-5)2氏｝—/l-1
a 
X [(1-(i)/s + (1-2入(i)(l -o)/2 
+(1-22入/i)Cl-0)2氏+22,¥p(l-0)3品］
(95b) 
(95c) 
これらの連立方程式の解として，最適な正値のK1,12, んが求められることに
なる。しかし当面の不確実性下では， (95a,b, c)から得られる氏は(93a,b) 
から得られた氏と等しくないという点で，確実性下の最適解と違った特色が
ある。
簡単に解ける c=lの場合 (/3=1,入=Oとなる）について， (93a, b)の体系と
(95a, b, c)の体系から求まる最適解を比較すると，前者からは
応 (a(l-o)Ki。)i
k(1 -(1 -o)o) +h噌
I2=Cl-o)[呼）ら土］
が得られ，そして後者からは
(93'a) 
(93'b) 
25 
26 園西大學『継清論集』第44巻第1号 (1994年4月）
Kr=(a(l-o).K;。 i
r..c1-(1-o)p) +h2-h1PCl-o)) 
I2=Cl 一o)[(k(l~雷悶唸十hY-氏］
Ia= (1-o) [ (a(l-0)2 .K;。)½-l2-Cl-o) Kr] 
k 
(95'a) 
(95'b) 
(95'c) 
が導出される。 (93'a)と(95'a)の氏の値は等しくなく， また(93'b)と(95'b)
の I2の値も相違している。
最後に注意を喚起しておきたいことは，本稿での投資が，同規模の競争企業
から成る産業のそれであるということである。従って t期の投資 I1はその産
業全体の投資を表し， 各企業の投資は I1を企業数 (N)で除した大きさであ
る。
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